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��5����� 
�
 	5�����!

2���
� mnk
↗

k→+∞
+∞ �� A ∈ R ��� 
�� P(X = A) = 0! (�		� Xn

L−−−−−→
n→+∞

X�

FXnk
(A) −−−−→

k→+∞
FX(A) �� ��
7�

P(X > A) = lim
k→+∞

P(Xnk
> A).
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�� \M^`UQ U> UZ`^[PaO`U[Z

2� k ��� 5���� ��5
�� mnk
> A� ��
7 P(Xnk

> A) ≥ P(Xnk
> mnk

) = 1
2 , 75�

Xnk
∼ N (mnk

, σ2
nk
)� ���� �
 �5���5
� ��
��� k ���� +∞ %

P(X > A) ≥ 1

2
.

2��� (AN )N∈N ����� 
�� AN ↗
N→+∞

+∞ �� P(X = AN ) = 0 ���� ���� N ∈ N!

15� 7�
��
���� 	�
���
� �� P %

P(X = +∞) = P

( ⋂
N∈N

{X > AN}

)
= lim

N→+∞
P(X > AN ) ≥ 1

2
.

'6����� 75� X �!5! ������!

)�
7 (mn)n∈N ��� 6��
��!

-5 ����� (mn)n∈N 5 ��
7 5� 	��
� �
� �5���� ��5�����
7�! 2������
� 
�� m̂ ��

m̃ ����
� ���� �5����� ��5�����
7�� �����
7���!

0
 5

∀n ∈ N, ∀t ∈ R, eitmn = e
σ2
nt2

2 ϕXn(t).

0
 7�
������ ���� ���� ������ �� (mn)n∈N 
�� 7�
�����
� ���� m̂ �� m̃! 15�

�5��5�� � �5 ��	��� %

∀t ∈ R, eitm̂ = eitm̃
Å
= e

σ2t2

2 ϕX(t).

ã

)�
7 ���� ���� t ∈ R� eit(m̂−m̃) = 1 �� ���� t = π
2(m̂−m̃) �
 5 i = 1 %

56����!

)�
7 (mn)n∈N 
�5 
���
� ����� �5���� ��5�����
7�!

)�
7 mn −−−−−→
n→+∞

m!

*�
5��	�
�� ���� ���� t ∈ R� �
 5 ϕX(t) = eitme−
σ2t2

2 , ��
7 %

X ∼ N (m,σ2).

• ����������� Lr

������ 2���
� Y ∼ N (0, σ2) �� q ∈ N∗
�
 �
���� 
"��! 2� σ2 = 0 5���� �
 5

E[Y q] = 0! 2� σ2 > 0� 5���� E[Y q] = cqσ
q
� �� cq ∈ R∗

+!

E> PQ_ P�bQX[\\QYQZ`_ � bQ^_U[Z `MNXQMa � ��

,���� �� �5 ������ �� ��		� % 2� σ = 0 5���� Y
L
= δ0 �� E[Y q] = 0q = 0! 2� σ > 0

�
 ������� �
� ��7����
7�� �5 ���	��� �� ��5
������ �� ���
����5���
 �5� �5�����!

������ �� ���	����� 1��� ���� n ∈ N� �
 ���� Yn = Xn −mn ∼ N (0, σ2
n)!

1��� ���� q ∈ N %

|Xn|q = |Yn +mn|q ≤ 2q (|Yn|q + |mn|q) . :#;

2������
� Xn
P−−−−−→

n→+∞
X! 2��� p ∈ N∗

! )�5���� �#� �� �� ��		� %

∀n ∈ N, E[|Xn|2p] ≤ 22p
(
E[Y 2p

n ] + |mn|2p
)
≤ 22p(c2pσ

2p
n + |mn|2p). :$;

(�		� Xn
P−−−−−→

n→+∞
X �
 5 Xn

L−−−−−→
n→+∞

X� ��
7 (mn)n∈N �� (σ2
n)n∈N 7�
�����
�

��
7 ��
� 6��
���! )�
7 ��5���� �$�� sup
k∈N

E[|Xk|2p] < +∞.

2���
� a ∈ R∗
+ �� n ∈ N! 0
 5 %

1[a,+∞[(|Xn|p) = 1× 1{|Xn|p≥a} ≤
|Xn|p

a
1{|Xn|p≥a},

�� ��
7 %

E
[
|Xn|p1[a,+∞[(|Xn|p)

]
≤ E

ï
|Xn|p

|Xn|p

a
1{|Xn|p≥a}

ò

≤ 1

a
E
[
|Xn|2p1{|Xn|p≥a}

]

≤ 1

a
E
[
|Xn|2p

]
≤ a−1 sup

k∈N
E[|Xk|2p] −−−−→

a→+∞
0.

)�
7 �5 ����� (Xp
n)n∈N ��� �
����	�	�
� �
����56��!

)�5���� �� ���	���� �� !��"�� ����
�	� Lp
�� �
 5 Xn

Lp

−−−−−→
n→+∞

X, ��
7 Xn
Lr

−−−−−→
n→+∞

X� ���� r ≤ p!
)�
7

Xn
Lr

−−−−−→
n→+∞

X

���� ���� r ≥ 1! �
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