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	�� ������� ���!� ∥ . ∥ =

∥ . ∥ : E −→ R+ = [0,+∞[

V�V�� 	�� ����� 
��
��!�!� ����V���� =

1) a) ∥x∥ ⩾ 0 
��� ���� x ∈ E �� b) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0 >

2) ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ 0 ∀x ∈ E0 ∀λ ∈ K 7��
��(�(��(8 >

3) ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ 0 ∀x, y ∈ E 7��(�e	��( ���e���	e���82
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e���� �6��� ���
�9 �� �f����� ��� ����e�g� ��� E �� 
��e�� d(x, y) = ∥x− y∥ ;

W� �(2��� e	��� 	�� F

• f��	�� �������� F
◦
B(x, r) = {y ∈ E ; ∥x− y∥ < r} G

• f��	�� ���
(�� F B(x, r) = {y ∈ E ; ∥x− y∥ ⩽ r}9
g� ��� 
��
�� �� �(2��� ��� ��
�	���� ��� E G ��� 
e���� A �� E ��� ������� 7�� �� ���

e���� ��� A ��� �� ������ �� E8 �� 
��� ���� x ∈ A �	 ������ ��� f��	� g����(� �� x9
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∥(x, y)∥ = max{∥x∥, ∥y∥} �� ∥(λ, x)∥ = max{|λ|, ∥x∥}.

Q	 ��4� ������� �6���	���� 	�� ��(�e	��(� F

∥(x+ y)− (x0 + y0)∥ = ∥(x− x0) + (y − y0)∥ ⩽ ∥x− x0∥+ ∥y − y0∥ ;

�� F

∥λx− λ0x0∥ = ∥(λ− λ0)(x− x0) + λ0(x− x0) + (λ− λ0)x0∥
⩽ |λ− λ0| ∥x− x0∥+ |λ0| ∥x− x0∥+ |λ− λ0| ∥x0∥. □
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hλ : E −→ E (λ ∈ K)
x −→ λx

���� X��������2 B� ���� ��� ��
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��
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�� .�� λ ̸= 0 
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�����1�		��0 ���X � BE2 R����� 	�� W��	�� �������� �� �V��� r > 0 ���� ��
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��
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�����1�		��2

4���		G��� :')'0' K-V��!���X� �� 	V W��	� �������
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B(x, r) ��� 	V W��	� ���
!� B(x, r)

�� 	-���!����� �� 	V W��	� ���
!� B(x, r) ��� 	V W��	� �������

◦
B(x, r)2
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(�9 ��� �����2� 	e ���e���� ��� f��	�� �������� F 	6���(����� ��

B(x, r) ��� 	e f��	� �������
◦
B(x, r) �� 	6e��(���g� �� 	e f��	� �������

◦
B(x, r) ��� 	e

f��	� ���
(� B(x, r) 7���� g�:�������8;

5� ������ :')'+' K�����-�� ��
VX� ��X�����	 E ��� 
��� �-��� ���
� �� �� 	V ��1


�	���� V���X�!� � X���� ���
�0 �� ��� ��� X-��� �� ��
eg� ��g�����	 ���
(0 ��0 
	��

��

	�
���0 �� ��
eg� ���
(2

=��G����' W� �����e 
e� BE 	e f��	� ���
(� B(0, 1) �� g����� 0 �� �� �e��� 1;
W� ���e ��� g6��� 	e H��	� ����� �� E;

A-/- =KH9;=K N=;LGJA=DK FGJE�K ?

>��
������� :')',' Q� E ��� �� ��
VX� ���
!0 V	��� 	�� V

	�XV����� =

+ : E × E −→ E �� . : K× E −→ E
(x, y) −→ x+ y (λ, x) −→ λx

���� X��������2

5� ������ :')'-' Q��� E �� ��
VX� ��X�����	 �!�	 �� X�

	���0 
��� �-��� ��
�	����2

N� ��� ��� E ��� �� ��
eg� ��g�����	 ��
�	������ 7�;�;�;8 �� 	�� V

	�XV����� =

+ : E × E −→ E �� . : K× E −→ E
(x, y) −→ x+ y (λ, x) −→ λx

���� X��������2

N� ��� ��-�� ��
VX� ��X�����	 ��
�	������ ��� �� ��
eg� ��g�����	 ��
�	������ 	�ge:

	�
��� g������0 �� ��
eg� 	�ge	�
��� g������ 7�;	;g;80 �� ���� 
���� 
��� �� ��� WV��

�� ������V��� X�������2

Q	 �(��	�� �� 	e X��
������� Q;=;@9 �� �� �e�� ��� 	�� f��	�� ���� g�������9 ��� ����

��
eg� ���
( ��� �� �2�2�2 	�ge	�
��� g������;

>����� �� 	G >��
������� :')',' E×E �� K×E ���� 
���� �� 	e ��
�	����:
������9

��� 
��� )��� �(2��� 
e� 	�� ���
�� F

∥(x, y)∥ = max{∥x∥, ∥y∥} �� ∥(λ, x)∥ = max{|λ|, ∥x∥}.

Q	 ��4� ������� �6���	���� 	�� ��(�e	��(� F

∥(x+ y)− (x0 + y0)∥ = ∥(x− x0) + (y − y0)∥ ⩽ ∥x− x0∥+ ∥y − y0∥ ;

�� F

∥λx− λ0x0∥ = ∥(λ− λ0)(x− x0) + λ0(x− x0) + (λ− λ0)x0∥
⩽ |λ− λ0| ∥x− x0∥+ |λ0| ∥x− x0∥+ |λ− λ0| ∥x0∥. □

4���		G��� :')'.' K�� ��V��	V����� =

τa : E −→ E (a ∈ E)
x −→ x+ a

�� 	�� ��
���!���� =

hλ : E −→ E (λ ∈ K)
x −→ λx

���� X��������2 B� ���� ��� ��
!�
��
���
�� .�� λ ̸= 0 
��� 	�� ��
���!����/2

4���		G��� :')'/' R����� 	�� W��	�� ���
!�� �� �V��� r > 0 ���� ��
!�
��
���

�����1�		��0 ���X � BE2 R����� 	�� W��	�� �������� �� �V��� r > 0 ���� ��
!�
��
���

�����1�		��2

4���		G��� :')'0' K-V��!���X� �� 	V W��	� �������

◦
B(x, r) ��� 	V W��	� ���
!� B(x, r)

�� 	-���!����� �� 	V W��	� ���
!� B(x, r) ��� 	V W��	� �������

◦
B(x, r)2
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>�����' =8 T6e��(���g� �� 	e f��	� ������� ��� (����

��� g������� �e�� 	e f��	�

���
(�9 
������ g�		�:g� ��� ���
(� �e�� E; Q������
���9 �� y ∈ B(x, r)9 �� e yn =
1
nx+

(
1− 1

n

)
y ∈

◦
B(x, r) ge�

∥∥x−
[
1
nx+

(
1− 1

n

)
y
]
∥ =

(
1− 1

n

)
∥x− y∥ < r G g�

�

y = limn→∞ yn9 �� �f����� y ∈
◦
B(x, r) ;

>8  �e�� ������� �e�� E9 	e f��	� ������� ��� g������� �e�� 	6���(����� �� 	e f��	�
���
(�; X��� 
������ 	6��g	����� �������9 �	 �e�� 
������ ��� �� y �6��� 
e� �e�� 	e
f��	� �������9 e	��� e�g��� f��	� B(y, ρ) �� g����� y �� �� �e��� ρ > 0 �6��� g�������

�e�� B(x, r); W� �� y /∈
◦
B(x, r)9 �� e ∥y − x∥ ⩾ r; X��� ���� ρ > 09 	� ��g����

z = y + ρ
∥y−x∥ (y − x) ��� �e�� B(y, ρ)9 
������ ∥z − y∥ = ρ

∥y−x∥ ∥y − x∥ = ρ9 
e��

�6��� 
e� �e�� B(x, r)9 ge� ∥z−x∥ =
∥∥y+ ρ

∥y−x∥ (y−x)−x
∥∥ =

(
1+ ρ

∥y−x∥
)
∥y−x∥ ⩾(

1 + ρ
∥y−x∥

)
r > r; L��g y �6��� 
e� �e�� 	6���(����� �� B(x, r);

4���		G��� :')'1' Q� F ��� �� ����1��
VX� ��X�����	 �� E0 V	��� ��� V��!���X� F
V����2

>�����' [��� x, y ∈ F �� a, b ∈ K; Q	 ������ xn, yn ∈ F ��	� ��� xn −−−→
n→∞

x �� yn −−−→
n→∞

y;

Xe� 	e X��
������� Q;=;@9 �� e ax+by = limn→∞(axn+byn) G �� g�

� axn+byn ∈ F 9
�� �f����� ax+ by ∈ F ;

>��
������� :')')(' K-V

	�XV���� x ∈ E −→ ∥x∥ ∈ R+ ��� X�������2

>�����' Q	 ��4� �6���	���� 	6��(�e	��(

∣∣ ∥x∥ − ∥y∥
∣∣ ⩽ ∥x− y∥;

.!"!#! 4���
��� ���	���� ������

:')'*')' 6�
GI�� �� ������

=8 e8 Q	 ��� �

(��e� �� ���� ��� �� 	6�� 
���9 
��� x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn
F

{
∥x∥1 = |x1|+ · · ·+ |xn| ;
∥x∥∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} ,

e	��� ∥ . ∥1 �� ∥ . ∥∞ ���� ���� ���
�� ��� Kn
;

W� ���� ℓn1 = (Kn, ∥ . ∥1) �� ℓn∞ = (Kn, ∥ . ∥∞);
f8 [� p ��� �� ��
f�� �(�	 �(��2e�� 1 < p < ∞9 �� �f����� ��� ���
� ��� Rn

��


��e�� F

∥x∥p =
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p

.

W� ���� ℓnp = (Kn, ∥ . ∥p);
[��	� 	6��(�e	��( ���e���	e��� F

( n∑
k=1

|xk + yk|p
)1/p

⩽
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p

+
( n∑

k=1

|yk|p
)1/p

,

A-/- =KH9;=K N=;LGJA=DK FGJE�K A

e

�	(� ����G	��� �� <��������9 �6��� 
e� (������� G �		� 
��� �� �(
������ e���� F

Xe� g�������( �� 	e ���g���� t ∈ R+ → tp9 �� e [αu + (1 − α)v]p ⩽ αup + (1 − α)vp

�� 0 ⩽ α ⩽ 1 �� u, v ⩾ 0; X������ α =
∥x∥p

∥x∥p+∥y∥p
7�� ����� ��� 1 − α =

∥y∥p

∥x∥p+∥y∥p
89

u = |xk|
∥x∥p

�� v = |yk|
∥y∥p

7�� ∥x∥p = 0 �� ∥y∥p = 09 	� �(��	�e� ��� (������8; M� ��

e��9

�� �f�����

1
(∥x∥p+∥y∥p)p

∑n
k=1(|xk| + |yk|)p ⩽ 19 g� ��� ����� 	� �(��	�e�9 
������

|xk + yk| ⩽ |xk|+ |yk| 
��� ���� k = 1, . . . , n;

]�� ��(�e	��( �� � ���	� ��� 	6����G	��� �� 9�	���; Ze

�	��� ��� �� 1 < p < ∞9

	6��
��G�� I������� �� p ��� 	� ��
f�� q �(��2e��
1

p
+

1

q
= 1 ; M�
	�g���
���9

q =
p

p− 1
; W� e 1 < q < ∞9 �� p ��� 	6��
��e�� g������( �� q; Q	� ���� e���� 	�(� 
e�

	6(�e	��( (p− 1)(q − 1) = 1 ;

T6��(�e	��( �� P-	��� �6(���g� e	��� e���� F �� 1 < p < ∞ �� q ��� 	6��
��e��
g������( �� p9 e	���9 
��� ���� x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ K9 �� e F

n∑
k=1

|xkyk| ⩽
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p( n∑

k=1

|yk|q
)1/q

,

T������ p = 29 e	��� q = 2 F g6��� 	6����G	��� �� 4G�I��&AI��G�� 7���9 ���� g����
���
�9 # Ke�g�� �� =D>=8;

X��� 
������ 	6��(�e	��( �� P-	���9 �� 
e�� �� 	6��(�e	��( ab ⩽ ap

p + bq

q 9 
��� a, b ⩾ 0

7g6��� ��� g���(����g� �� 	e g�������( �� 	e ���g���� t ∈ R+ → tp/p �� �� �e�� ���
�e �(���(� t → tp−1

��� 	e �(g�
����� �� 	e �(���(� t → tq−1
�� t → tq/q9 g�

�

�� 
��� �6�� g���e��g�� �� �e��e�� �� ������ G 
e�� �� 
��� 	� ���� e���� ��

	�
���9


e� ���

	� �� (����e�� 	�� �e��e����� �� 	e ���g���� t → tp

p + bq

q − bt8 G �� 	6e

	����

e��g a = |xk|/∥x∥p �� b = |yk|/∥y∥q 7�� 
��� ��

���� ∥x∥p > 0 �� ∥y∥q > 089 �� ��
��

�; W� �f�����

1
∥x∥p∥y∥q

∑n
k=1 |xkyk| ⩽ 1

p + 1
q = 19 �6�. 	6��(�e	��( �� P-	���;

>8 K�� ���

	�� �� �(�(�e	����� �� ��
������ ��2���;

e8 [��� F

c0 = {x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗
; limn→∞ xn = 0} ,

�� F

ℓ∞ = {x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗
; (xn)n ���� f���(�} ;

�� 	�� 
���� �� 	e ���
� �(2��� 
e� F

∥x∥∞ = supn⩾1 |xn| .

f8 X��� 1 ⩽ p < ∞9 �� 
��� F

ℓp =
{
x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗

;
∞∑

n=1

|xn|p < +∞
}

;
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>�����' =8 T6e��(���g� �� 	e f��	� ������� ��� (����

��� g������� �e�� 	e f��	�

���
(�9 
������ g�		�:g� ��� ���
(� �e�� E; Q������
���9 �� y ∈ B(x, r)9 �� e yn =
1
nx+

(
1− 1

n

)
y ∈

◦
B(x, r) ge�

∥∥x−
[
1
nx+

(
1− 1

n

)
y
]
∥ =

(
1− 1

n

)
∥x− y∥ < r G g�

�

y = limn→∞ yn9 �� �f����� y ∈
◦
B(x, r) ;

>8  �e�� ������� �e�� E9 	e f��	� ������� ��� g������� �e�� 	6���(����� �� 	e f��	�
���
(�; X��� 
������ 	6��g	����� �������9 �	 �e�� 
������ ��� �� y �6��� 
e� �e�� 	e
f��	� �������9 e	��� e�g��� f��	� B(y, ρ) �� g����� y �� �� �e��� ρ > 0 �6��� g�������

�e�� B(x, r); W� �� y /∈
◦
B(x, r)9 �� e ∥y − x∥ ⩾ r; X��� ���� ρ > 09 	� ��g����

z = y + ρ
∥y−x∥ (y − x) ��� �e�� B(y, ρ)9 
������ ∥z − y∥ = ρ

∥y−x∥ ∥y − x∥ = ρ9 
e��

�6��� 
e� �e�� B(x, r)9 ge� ∥z−x∥ =
∥∥y+ ρ

∥y−x∥ (y−x)−x
∥∥ =

(
1+ ρ

∥y−x∥
)
∥y−x∥ ⩾(

1 + ρ
∥y−x∥

)
r > r; L��g y �6��� 
e� �e�� 	6���(����� �� B(x, r);

4���		G��� :')'1' Q� F ��� �� ����1��
VX� ��X�����	 �� E0 V	��� ��� V��!���X� F
V����2

>�����' [��� x, y ∈ F �� a, b ∈ K; Q	 ������ xn, yn ∈ F ��	� ��� xn −−−→
n→∞

x �� yn −−−→
n→∞

y;

Xe� 	e X��
������� Q;=;@9 �� e ax+by = limn→∞(axn+byn) G �� g�

� axn+byn ∈ F 9
�� �f����� ax+ by ∈ F ;

>��
������� :')')(' K-V

	�XV���� x ∈ E −→ ∥x∥ ∈ R+ ��� X�������2

>�����' Q	 ��4� �6���	���� 	6��(�e	��(

∣∣ ∥x∥ − ∥y∥
∣∣ ⩽ ∥x− y∥;

.!"!#! 4���
��� ���	���� ������

:')'*')' 6�
GI�� �� ������

=8 e8 Q	 ��� �

(��e� �� ���� ��� �� 	6�� 
���9 
��� x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn
F

{
∥x∥1 = |x1|+ · · ·+ |xn| ;
∥x∥∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} ,

e	��� ∥ . ∥1 �� ∥ . ∥∞ ���� ���� ���
�� ��� Kn
;

W� ���� ℓn1 = (Kn, ∥ . ∥1) �� ℓn∞ = (Kn, ∥ . ∥∞);
f8 [� p ��� �� ��
f�� �(�	 �(��2e�� 1 < p < ∞9 �� �f����� ��� ���
� ��� Rn

��


��e�� F

∥x∥p =
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p

.

W� ���� ℓnp = (Kn, ∥ . ∥p);
[��	� 	6��(�e	��( ���e���	e��� F

( n∑
k=1

|xk + yk|p
)1/p

⩽
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p

+
( n∑

k=1

|yk|p
)1/p

,

A-/- =KH9;=K N=;LGJA=DK FGJE�K A

e

�	(� ����G	��� �� <��������9 �6��� 
e� (������� G �		� 
��� �� �(
������ e���� F

Xe� g�������( �� 	e ���g���� t ∈ R+ → tp9 �� e [αu + (1 − α)v]p ⩽ αup + (1 − α)vp

�� 0 ⩽ α ⩽ 1 �� u, v ⩾ 0; X������ α =
∥x∥p

∥x∥p+∥y∥p
7�� ����� ��� 1 − α =

∥y∥p

∥x∥p+∥y∥p
89

u = |xk|
∥x∥p

�� v = |yk|
∥y∥p

7�� ∥x∥p = 0 �� ∥y∥p = 09 	� �(��	�e� ��� (������8; M� ��

e��9

�� �f�����

1
(∥x∥p+∥y∥p)p

∑n
k=1(|xk| + |yk|)p ⩽ 19 g� ��� ����� 	� �(��	�e�9 
������

|xk + yk| ⩽ |xk|+ |yk| 
��� ���� k = 1, . . . , n;

]�� ��(�e	��( �� � ���	� ��� 	6����G	��� �� 9�	���; Ze

�	��� ��� �� 1 < p < ∞9

	6��
��G�� I������� �� p ��� 	� ��
f�� q �(��2e��
1

p
+

1

q
= 1 ; M�
	�g���
���9

q =
p

p− 1
; W� e 1 < q < ∞9 �� p ��� 	6��
��e�� g������( �� q; Q	� ���� e���� 	�(� 
e�

	6(�e	��( (p− 1)(q − 1) = 1 ;

T6��(�e	��( �� P-	��� �6(���g� e	��� e���� F �� 1 < p < ∞ �� q ��� 	6��
��e��
g������( �� p9 e	���9 
��� ���� x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ K9 �� e F

n∑
k=1

|xkyk| ⩽
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p( n∑

k=1

|yk|q
)1/q

,

T������ p = 29 e	��� q = 2 F g6��� 	6����G	��� �� 4G�I��&AI��G�� 7���9 ���� g����
���
�9 # Ke�g�� �� =D>=8;

X��� 
������ 	6��(�e	��( �� P-	���9 �� 
e�� �� 	6��(�e	��( ab ⩽ ap

p + bq

q 9 
��� a, b ⩾ 0

7g6��� ��� g���(����g� �� 	e g�������( �� 	e ���g���� t ∈ R+ → tp/p �� �� �e�� ���
�e �(���(� t → tp−1

��� 	e �(g�
����� �� 	e �(���(� t → tq−1
�� t → tq/q9 g�

�

�� 
��� �6�� g���e��g�� �� �e��e�� �� ������ G 
e�� �� 
��� 	� ���� e���� ��

	�
���9


e� ���

	� �� (����e�� 	�� �e��e����� �� 	e ���g���� t → tp

p + bq

q − bt8 G �� 	6e

	����

e��g a = |xk|/∥x∥p �� b = |yk|/∥y∥q 7�� 
��� ��

���� ∥x∥p > 0 �� ∥y∥q > 089 �� ��
��

�; W� �f�����

1
∥x∥p∥y∥q

∑n
k=1 |xkyk| ⩽ 1

p + 1
q = 19 �6�. 	6��(�e	��( �� P-	���;

>8 K�� ���

	�� �� �(�(�e	����� �� ��
������ ��2���;

e8 [��� F

c0 = {x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗
; limn→∞ xn = 0} ,

�� F

ℓ∞ = {x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗
; (xn)n ���� f���(�} ;

�� 	�� 
���� �� 	e ���
� �(2��� 
e� F

∥x∥∞ = supn⩾1 |xn| .

f8 X��� 1 ⩽ p < ∞9 �� 
��� F

ℓp =
{
x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗

;
∞∑

n=1

|xn|p < +∞
}

;
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�� 	� 
���� �� 	e ���
� �(2��� 
e� F

∥x∥p =
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

.

T� �e�� ��� ℓp ���� �� ����:��
eg� ��g�����	 �� 	6��
eg� ��� ������9 �� ��� ∥ . ∥p ����
��� ���
� ��� ℓp �� �(���� �� 	6��(�e	��( �� U�������� 7(������� 	������ p = 189
�(�(�e	��(� g�

� ���� F

( ∞∑
n=1

|xn + yn|p
)1/p

⩽
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

+
( ∞∑

n=1

|yn|p
)1/p

,


��� ���� x1, x2, . . . , y1, y2, . . . ∈ K; W� 	6�f����� # 
e���� �� 	e 
�(g(����� �� �e��e��
������ 	� ��
f�� �� ���
�� ���� 	6��2�� F 
��� ���� N ⩾ 19 �� e

(∑N
n=1 |xn+yn|p

)1/p
⩽(∑N

n=1 |xn|p
)1/p

+
(∑N

n=1 |yn|p
)1/p

⩽
(∑∞

n=1 |xn|p
)1/p

+
(∑∞

n=1 |yn|p
)1/p

;

T6��(�e	��( �� P-	��� �� �(�(�e	��� �� 	e 
)
� �e&��; [� 1 < p < ∞ �� �� q ���
	6��
��e�� g������( �� p9 �� e F

∞∑
n=1

|xnyn| ⩽
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|yn|q
)1/q

.

M� 
e���g�	���9 	������ x = (xn)n ∈ ℓp �� y = (yn)n ∈ ℓq9 �� e xy ∈ ℓ1 �� ∥xy∥1 ⩽
∥x∥p∥y∥q;

T�� ��
eg�� ℓp ���� �� �e�� ��� ge� 
e���g�	���� ��� ��
eg�� �� T�f����� L
p(m)9 ����

���� �e

�		����� 	e �(2������ g�:�������9 g�����
���e�� # 	e 
����� �� g�

�e�� ���

N∗
;

:')'*'*' 6�
GI�� �� ���I�����

=8 e8 [��� A �� ����
f	� �� ���� 	6��
eg� Fb(A) 	6��
eg� 7��� 	6�� ���� e����

ℓ∞(A) �� 	6�� ���� 
����	(���� 	6e�
�g� ��e
�		� �6(	(
�����8 ��� ���g����� f���(�� ���
A9 # �e	���� �e�� K = R �� C; [� 	6�� 
��� F

∥f∥∞ = sup
x∈A

|f(x)| ,

�� e ��� ���
�9 e

�	(� ���
� ������
�; Te ��
�	���� e���g�(� # g���� ���
� ��� 	e

��
�	���� �� 	V X��������X� ������
� G �� �1��9 �	 ��� g	e�� ��� ∥fn − f∥∞ −−−→
n→∞

0 �� ��

���	�
��� �� (fn)n g������� ������
(
��� ��� A ���� f ;

f8 [��� K �� ��
eg� g�

eg� �� C (K) 	6��
eg� ��� ���g����� g�������� ���

K 7# �e	���� �ge	e����8; \���� ���g���� g������� ��� �� g�

eg� (�e�� f���(�9 C (K)
��� �� ����:��
eg� ��g�����	 �� Fb(K); W� 	� 
���� ����		�
��� �� 	e ���
� �������
∥f∥∞ = supx∈K |f(x)|;

A-/- =KH9;=K N=;LGJA=DK FGJE�K C

V����� ���9 	������ K = [0, 1]9 
e� ���

	�9 �� 
��� e���� 
���� C ([0, 1]) �� 	e
���
� �(2��� 
e� F

∥f∥1 =

∫ 1

0

|f(t)| dt ,

��� �(��2� ∥f∥1 ⩽ ∥f∥∞;
g8 [�� 	6��
eg� C k([0, 1]) ��� ���g����� k ���� g�����/
��� �(���ef	�� ��� [0, 1]9

�� 
��� 
����� 	e ���
� F

∥f∥(k) = max{∥f∥∞, ∥f ′∥∞, . . . , ∥f (k)∥∞} .

>8 K�� ��
VX�� �� K�W�����;

[��� (S,T ,m) �� ��
eg� 
����( G 
��� 1 ⩽ p < ∞9 �� ���� L p(m) 	6��
eg� ��

������ 	�� ���g����� 
����ef	�� f : S → K = R �� C ��		�� ��� F

∫

S

|f(t)|p dm(t) < +∞,

�� 	6�� 
��� F

∥f∥p =

(∫

S

|f(t)|p dm(t)

)1/p

.

V����� ��� ∥f∥p = 0 �� �� ���	�
��� f = 0 m:
������ 
e�����;

B�����
� :')')) 7Q�(�e	��( �� U�������8' Q��� 1 ⩽ p < ∞2 O��� f, g ∈ L p(m)0
�� V 	- ����G	��� �� <�������� =

(∫

S

|f + g|p dm
)1/p

⩽

(∫

S

|f |p dm
)1/p

+

(∫

S

|g|p dm
)1/p

Q	 �� �(��	�� ��� L p(m) ��� �� ����:��
eg� ��g�����	 �� 	6��
eg� ��� ���g�����


����ef	�� �� ��� ∥ . ∥p ��� ��� ��
�1���
� ��� L p(m); X��� p = 19 	6��(�e	��( ���
(�������;

>�����' Te 
����� ��� 	e 
)
� ��� 
��� 	�� ������; W� �� 
	eg� �e�� 	� ge� p > 1;
W� 
��� ��

���� ∥f∥p > 0 �� ∥g∥p > 0 7ge� ����� f = 0 m:
2
2 �� e	��� f + g = g
m:
2
29 �� g = 0 m:
2
2 �� e	��� f + g = f m:
2
28; W� e

	���� 	6��(�e	��( ��

g�������( [αu + (1 − α)v]p ⩽ αup + (1 − α)vp e��g α = ∥f∥p/(∥f∥p + ∥g∥p) ∈ [0, 1]9
u = |f(t)|/∥f∥p �� v = |g(t)|/∥g∥p; K�

� α/∥f∥p = (1−α)/∥g∥p = 1/(∥f∥p+∥g∥p)9

�� e

( |f(t)|+ |g(t)|
∥f∥p + ∥g∥p

)p

⩽
α

∥f∥pp
|f(t)|p + 1− α

∥g∥pp
|g(t)|p9 �6�.9 �� ���(��e�� F

∫

S

(|f(t)|+ |g(t)|)p

(∥f∥p + ∥g∥p)p
dm(t) ⩽

α

∥f∥pp

∫

S

|f(t)|p dm(t) +
1− α

∥g∥pp

∫

S

|g(t)|p dm(t)

= α+ (1− α) = 1 ;

g�	e ����� 	� �(��	�e� 
������ |f(t) + g(t)| ⩽ |f(t)|+ |g(t)|;
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�� 	� 
���� �� 	e ���
� �(2��� 
e� F

∥x∥p =
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

.

T� �e�� ��� ℓp ���� �� ����:��
eg� ��g�����	 �� 	6��
eg� ��� ������9 �� ��� ∥ . ∥p ����
��� ���
� ��� ℓp �� �(���� �� 	6��(�e	��( �� U�������� 7(������� 	������ p = 189
�(�(�e	��(� g�

� ���� F

( ∞∑
n=1

|xn + yn|p
)1/p

⩽
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

+
( ∞∑

n=1

|yn|p
)1/p

,


��� ���� x1, x2, . . . , y1, y2, . . . ∈ K; W� 	6�f����� # 
e���� �� 	e 
�(g(����� �� �e��e��
������ 	� ��
f�� �� ���
�� ���� 	6��2�� F 
��� ���� N ⩾ 19 �� e

(∑N
n=1 |xn+yn|p

)1/p
⩽(∑N

n=1 |xn|p
)1/p

+
(∑N

n=1 |yn|p
)1/p

⩽
(∑∞

n=1 |xn|p
)1/p

+
(∑∞

n=1 |yn|p
)1/p

;

T6��(�e	��( �� P-	��� �� �(�(�e	��� �� 	e 
)
� �e&��; [� 1 < p < ∞ �� �� q ���
	6��
��e�� g������( �� p9 �� e F

∞∑
n=1

|xnyn| ⩽
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p( ∞∑

n=1

|yn|q
)1/q

.

M� 
e���g�	���9 	������ x = (xn)n ∈ ℓp �� y = (yn)n ∈ ℓq9 �� e xy ∈ ℓ1 �� ∥xy∥1 ⩽
∥x∥p∥y∥q;

T�� ��
eg�� ℓp ���� �� �e�� ��� ge� 
e���g�	���� ��� ��
eg�� �� T�f����� L
p(m)9 ����

���� �e

�		����� 	e �(2������ g�:�������9 g�����
���e�� # 	e 
����� �� g�

�e�� ���

N∗
;

:')'*'*' 6�
GI�� �� ���I�����

=8 e8 [��� A �� ����
f	� �� ���� 	6��
eg� Fb(A) 	6��
eg� 7��� 	6�� ���� e����

ℓ∞(A) �� 	6�� ���� 
����	(���� 	6e�
�g� ��e
�		� �6(	(
�����8 ��� ���g����� f���(�� ���
A9 # �e	���� �e�� K = R �� C; [� 	6�� 
��� F

∥f∥∞ = sup
x∈A

|f(x)| ,

�� e ��� ���
�9 e

�	(� ���
� ������
�; Te ��
�	���� e���g�(� # g���� ���
� ��� 	e

��
�	���� �� 	V X��������X� ������
� G �� �1��9 �	 ��� g	e�� ��� ∥fn − f∥∞ −−−→
n→∞

0 �� ��

���	�
��� �� (fn)n g������� ������
(
��� ��� A ���� f ;

f8 [��� K �� ��
eg� g�

eg� �� C (K) 	6��
eg� ��� ���g����� g�������� ���

K 7# �e	���� �ge	e����8; \���� ���g���� g������� ��� �� g�

eg� (�e�� f���(�9 C (K)
��� �� ����:��
eg� ��g�����	 �� Fb(K); W� 	� 
���� ����		�
��� �� 	e ���
� �������
∥f∥∞ = supx∈K |f(x)|;

A-/- =KH9;=K N=;LGJA=DK FGJE�K C

V����� ���9 	������ K = [0, 1]9 
e� ���

	�9 �� 
��� e���� 
���� C ([0, 1]) �� 	e
���
� �(2��� 
e� F

∥f∥1 =

∫ 1

0

|f(t)| dt ,

��� �(��2� ∥f∥1 ⩽ ∥f∥∞;
g8 [�� 	6��
eg� C k([0, 1]) ��� ���g����� k ���� g�����/
��� �(���ef	�� ��� [0, 1]9

�� 
��� 
����� 	e ���
� F

∥f∥(k) = max{∥f∥∞, ∥f ′∥∞, . . . , ∥f (k)∥∞} .

>8 K�� ��
VX�� �� K�W�����;

[��� (S,T ,m) �� ��
eg� 
����( G 
��� 1 ⩽ p < ∞9 �� ���� L p(m) 	6��
eg� ��

������ 	�� ���g����� 
����ef	�� f : S → K = R �� C ��		�� ��� F

∫

S

|f(t)|p dm(t) < +∞,

�� 	6�� 
��� F

∥f∥p =

(∫

S

|f(t)|p dm(t)

)1/p

.

V����� ��� ∥f∥p = 0 �� �� ���	�
��� f = 0 m:
������ 
e�����;

B�����
� :')')) 7Q�(�e	��( �� U�������8' Q��� 1 ⩽ p < ∞2 O��� f, g ∈ L p(m)0
�� V 	- ����G	��� �� <�������� =

(∫

S

|f + g|p dm
)1/p

⩽

(∫

S

|f |p dm
)1/p

+

(∫

S

|g|p dm
)1/p

Q	 �� �(��	�� ��� L p(m) ��� �� ����:��
eg� ��g�����	 �� 	6��
eg� ��� ���g�����


����ef	�� �� ��� ∥ . ∥p ��� ��� ��
�1���
� ��� L p(m); X��� p = 19 	6��(�e	��( ���
(�������;

>�����' Te 
����� ��� 	e 
)
� ��� 
��� 	�� ������; W� �� 
	eg� �e�� 	� ge� p > 1;
W� 
��� ��

���� ∥f∥p > 0 �� ∥g∥p > 0 7ge� ����� f = 0 m:
2
2 �� e	��� f + g = g
m:
2
29 �� g = 0 m:
2
2 �� e	��� f + g = f m:
2
28; W� e

	���� 	6��(�e	��( ��

g�������( [αu + (1 − α)v]p ⩽ αup + (1 − α)vp e��g α = ∥f∥p/(∥f∥p + ∥g∥p) ∈ [0, 1]9
u = |f(t)|/∥f∥p �� v = |g(t)|/∥g∥p; K�

� α/∥f∥p = (1−α)/∥g∥p = 1/(∥f∥p+∥g∥p)9

�� e

( |f(t)|+ |g(t)|
∥f∥p + ∥g∥p

)p

⩽
α

∥f∥pp
|f(t)|p + 1− α

∥g∥pp
|g(t)|p9 �6�.9 �� ���(��e�� F

∫

S

(|f(t)|+ |g(t)|)p

(∥f∥p + ∥g∥p)p
dm(t) ⩽

α

∥f∥pp

∫

S

|f(t)|p dm(t) +
1− α

∥g∥pp

∫

S

|g(t)|p dm(t)

= α+ (1− α) = 1 ;

g�	e ����� 	� �(��	�e� 
������ |f(t) + g(t)| ⩽ |f(t)|+ |g(t)|;
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W� e �� ��� ∥ . ∥p �6��� 
e� ��� ���
� �� �(�(�e	9 
������ ∥f∥p = 0 �� �� ���	�
���
f = 0 m:
������ 
e�����; [� N �(����� 	6��
eg� ��� ���g����� 
����ef	�� f : S → K
��		�� m:
������ 
e�����9 	6��
eg�:�������� Lp(m) = L p(m)/N ��� e	��� ���
( ��

	6�� 
��� ∥f̃∥p = ∥f∥p 7���� 	6M���g�g� =A8;

Le�� 	e 
�e�����9 �� �� ���e 
e� �� ������g���� ����� 	e ���g���� f �� �e g	e���

�6(����e	��g� m:
������ 
e����� f̃ 9 �� �� (g���e ���g f ∈ Lp(m) e� 	��� �� f ∈
L p(m); \��������9 �	 �e�� 
e����� �e��� e��������9 ���e

��� 	������ 	6�� 
e��
�	�
��� ��e����(� ��� �(��
f�ef	�� �� ���g�����; K���� ������g���� 
��� �(�# ����������


��� ��� ��������� �� 
����ef�	��(; W� 
��� e���� 	� ���� ��� 	6���

	� ����e�� F

[��� F 	6����
f	� �� ������ 	�� 
e����� 2���� �� [0, 1] G 
��� ���� A ∈ F 9 �� e9

��	e����
��� # 	e 
����� �� T�f�����9 1IA = 0 
2
2 G ���g 1̃IA = 0̃; Ue��9 �6�� e����
g,�(9 supA∈F 1IA(x) = 1 
��� ���� x ∈ [0, 1] G ���g (supA∈F 1IA)

˜ = 1̃I;

K�

� 
��� 	�� ������9 	6��(�e	��( �� P-	��� ��� �� � ���	�;

B�����
� :')')* 7Q�(�e	��( �� P-	���8' Q� 1 < p < ∞ �� �� q ��� 	-��
��V�� X������!

�� p0 �� V0 
��� f ∈ L p(m) �� g ∈ L q(m)0 	- ����G	��� �� 9�	���=

∫

S

|fg| dm ⩽

(∫

S

|f |p dm
)1/p(∫

S

|g|q dm
)1/q

.

X��� p = q = 29 �� 	6e

�		� ����G	��� �� 4G�I��&AI��G�� F

∫

S

|fg| dm ⩽

(∫

S

|f |2 dm
)1/2(∫

S

|g|2 dm
)1/2

,

�� f, g ∈ L 2(m) 7�		� e (�( �(
����(� 
e� J����e������ �� =DAE �� ���(
����(� 
e�
[g��e�� �� =DDA G �		� �(�(�e	��� 	6��(�e	��( 
��� 	�� ��

�� �(
����(� 
e� Ke�g��8;

M		� �� �(
����� �� 	e 
)
� �e&�� ��� 
��� 	�� ��

��9 �� ���(��e�� e� 	��� ��

��

��;

>�����' W� 
��� ��

���� ∥f∥p > 0 �� ∥g∥q > 0 ge� ����� f = 0 m:
2
2 �� g = 0
m:
2
29 �� e	��� fg = 0 m:
2
2 ; W� ���	��� 	6��(�e	��( ab ⩽ ap

p + bq

q e��g a = |f(t)|/∥f∥p
�� b = |g(t)|/∥g∥q; M� ���(��e��9 �� �f����� F

∫

S

|f(t) g(t)|
∥f∥p∥g∥q

dm(t) ⩽
1

p

∫

S

|f(t)|p

∥f∥pp
dm(t) +

1

q

∫

S

|g(t)|q

∥g∥qq
dm(t) =

1

p
+

1

q
= 1 ,

�6�. 	� �(��	�e�;

K�

� e

	�ge���� �� e 	� �(��	�e� ����e��;

>��
������� :')')+' Q��� (S,T ,m) �� ��
VX� 
����! �� 
����� *���2 @	���0 
���

1 ⩽ p1 ⩽ p2 < ∞0 �� V L p2(m) ⊆ L p1(m) ⊆ L 1(m)2 C� 
	�� �� m(S) = 1 .X-���1

�1���� ��� m ��� ��� 
����� �� 
��WVW�	��!/0 V	��� ∥f∥1 ⩽ ∥f∥p1
⩽ ∥f∥p2


��� �����

f ∈ L p2(m)2

A-/- =KH9;=K N=;LGJA=DK FGJE�K E

>�����' W� 
��� ��

���� p1 < p2; X����� p = p2/p1; K�

� p > 19 �� 
��� ���	����
	6��(�e	��( �� P-	��� F

∫

S

|f |p1 dm ⩽

(∫

S

1q dm

)1/q(∫

S

(|f |p1)p dm

)1/p

= [m(S)]1/q
(∫

S

|f |p2 dm

)1/p

;

�6�. ∥f∥p1
⩽ [m(S)]

1
p1

− 1
p2 ∥f∥p2

;

Te ��g���� ��g	����� �6�f����� �� ��

	e&e�� p2 
e� p1 �� �� 
���e�� p1 = 1;

@�
G���� )' I� g����e���9 
��� 	�� ��
eg�� ℓp9 �� e 	�� ��g	������ �������� G 
���
1 ⩽ p1 ⩽ p2 < ∞ F

ℓ1 ⊆ ℓp1 ⊆ ℓp2 ⊆ c0 ⊆ ℓ∞ .

L� 
	�� ∥x∥∞ ⩽ ∥x∥p2 ⩽ ∥x∥p1 ⩽ ∥x∥1 
��� ���� x ∈ ℓ1;

M� �1��9 �� x ∈ ℓp2 9

∑∞
n=1 |xn|p2 < +∞ G ���g xn −−−→

n→∞
0; L� 
	��9 
��� ���� n ⩾ 19

|xn| ⩽
(∑∞

n=1 |xn|p2
)1/p2

= ∥x∥p2
G ���g ∥x∥∞ = supn⩾1 |xn| ⩽ ∥x∥p2

;

Ue�����e��9 �� x ∈ ℓp1
�6��� 
e� ��	9 
����� x′ = x/∥x∥p1

; W� e ∥x′∥p1
= 19

g6���:#:����

∑∞
n=1 |x′

n|p1 = 1; Q	 �� �(��	�� ��� |x′
n|p1 ⩽ 19 �� ���g |x′

n| ⩽ 19 
��� ����
n ⩾ 1; I	���9 
��� ���� n ⩾ 19 |x′

n|p2 ⩽ |x′
n|p1

9 
������ p2 ⩾ p1; Q	 �� �(��	�� ���∑
n=1 |x′

n|p2 ⩽
∑

n=1 |x′
n|p1 = 19 g6���:#:���� ���

∑
n=1 |xn|p2 ⩽ ∥x∥p2

p1
; L��g x ∈ ℓp2

�� ∥x∥p2 ⩽ ∥x∥p1 ;

@�
G���� *' Xe� g�����9 �	 ��� �

���e�� �� ����� ��� L p1(R) ̸⊆ L p2(R) 
���

���� p1 ̸= p2;

M� �1��9 �� p1 < p29 	e ���g���� �(2��� 
e� f(t) = 1/t1/p2

��� 0 < t ⩽ 19 �� 
e�

f(t) = 0 e�		����9 ��� �e�� L p1(R) ge� p1/p2 < 19 
e�� 
e� �e�� L p2(R); [� p1 > p29
e	��� 	e ���g���� �(2��� 
e� f(t) = 1/t1/p2


��� t ⩾ 19 �� f(t) = 0 
��� t < 19 ���
�e�� L p1(R) ge� g���� ����:g� p1/p2 > 19 
e�� �6��� 
e� �e�� L p2(R);
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;=�

5� ������ :')'),' S�� ����� (xk)k �-!	!
���� �-�� ��
VX� ���
! E ��� ���� �����

�� Ke�g�� �� =

(∀ε > 0) (∃N ⩾ 1) k, l ⩾ N =⇒ ∥xk − xl∥ ⩽ ε.

\���� ����� g���������� ��� �� Ke�g��;
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VX� ���
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